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1 量子力学の復習

粒子は波の性質（波動性）を併せ持つ。波を表す（複素数値の）関数つまり波動関数は一般に時

間的空間的に振動している。その振動の様子は複雑であり得るが単純な振動の場合周期性を持つ：

空間的振動周期 波長 λ

時間的振動周期 T

• 波数 k ≡ 2π/λ

• 周波数 ν ≡ 1/T

• 角振動数（角周波数）ω ≡ 2πν = 2π/T

純粋な波数 kを持つ波は

φ(x) ∼ exp(ikx) (1)

と書ける。同様に角振動数 ωを持つ波は

ϕ(t) ∼ exp(−iωt) (2)

と書ける。組み合わせると波数 kを持ちかつ角振動数 ωを持つ波は

ψ(x, t) = φ(x)ϕ(t) ∼ exp(ikx− iωt) (3)

と書ける（平面波）（1次元の場合）。

量子論において波数 kを持つ波で表される粒子は運動量 p = h̄kを持ち、角振動数 ωを持つ波で

表される粒子はエネルギーE = h̄ωを持つ。すなわち大きな運動量を持つ粒子の波動関数は空間的

に激しく振動しており、大きなエネルギーを持つ粒子の波動関数は時間的に激しく振動している。

1.1 シュレーディンガー方程式

ポテンシャル V (x)中を運動する質量mの粒子がもつ全エネルギー E は古典論で

E = H = T + V =
1

2m
p2 + V (x) (4)

である（Hはハミルトニアンといい全エネルギーを（座標 xと速度 vではなく）xと運動量 p = mv

で表したもの）。

式 (1)-(3)の形から波動関数から運動量を引き出すには波動関数に−ih̄ ∂
∂x を作用させればよいこ

とが推察される：

−ih̄ ∂

∂x
ψ(x, t) = h̄k ψ(x, t) = pψ(x, t) (5)
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同様にエネルギーを引き出すには波動関数に ih̄ ∂
∂t を作用させればよい：

ih̄
∂

∂t
ψ(x, t) = h̄ω ψ(x, t) = E ψ(x, t) (6)

そこで式 (4)の右側から波動関数 ψ(x, t)を掛けた式

Eψ(x, t) =
1

2m
p2ψ(x, t) + V (x)ψ(x, t) (7)

において置き換え E → ih̄ ∂
∂t、p→ −ih̄ ∂

∂x を行ったものが一般に V (x) ̸= 0の場合にも成り立つと

考えたのが（時間に依存する）シュレーディンガー方程式である：

ih̄
∂

∂t
ψ(x, t) = − h̄2

2m

∂2

∂2x
ψ(x, t) + V (x)ψ(x, t) (8)

粒子が特定のエネルギーEを持つ場合、つまり波動関数 ψ(x, t)が特定の角振動数 ω = E/h̄を持つ

場合、従って ψ(x, t)が (2)の ϕ(t)と座標 xについての一般の関数 φ(x)の積 ψ(x, t) = ϕ(t)φ(x) =

exp(−iωt)φ(x) で書ける場合、これを時間に依存するシュレーディンガー方程式 (8) に代入したと

きに得られる φ(x)についての微分方程式

Eφ(x) = − h̄2

2m
φ′′(x) + V (x)φ(x) (9)

は時間に依存しないシュレーディンガー方程式と呼ばれる。

1.2 内積、エルミート共役、エルミート演算子

1.3 調和振動子

（後々の都合上以下では座標の記号として xの代わりに qを用いる）

バネ定数 kのバネにつながれた質量mの全エネルギーは

E =
1

2
mq̇2 +

1

2
kq2 =

1

2
mq̇2 +

1

2
mω2q2 (10)

それを (q, p)で表したハミルトニアンは

H =
p2

2m
+

1

2
kq2 =

p2

2m
+

1

2
mω2q2 (11)

である（ここで ω ∼
√
k/m）。位置座標 qと運動量 pの線型結合 a = αq + iβp（αと β は正の実

数とする）を考える。

[a, a†] = 2αβh̄ (12)

1

2

(
a†a+ aa†

)
= α2q2 + β2p2 (13)

となるから

[a, a†] = 1 (14)

H =
γ

2

(
a†a+ aa†

)
= γ

(
a†a+

1

2

)
(15)

となるような α、β、γを求めると (11)と (13)の q2と p2の係数の比から α/β = mω、これと (12)、

(14)から 2mh̄ωβ2 = 1を得るので {
α =

√
mω
2h̄

β = 1√
2mh̄ω

(16)
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a =

√
mω

2h̄
q +

i√
2mh̄ω

p (17)

(15)と (11)の q2 と p2 の係数の積から

γαβ =
ω

2
(18)

だからこれと (12)、(14)から結局

H = h̄ω

(
a†a+

1

2

)
(19)

を得る。

1.3.1 調和振動子の標準形

座標を q → q/
√
m （従って p→

√
mp）とスケール変換するとハミルトニアンは

H =
p2

2
+

1

2
kq2 =

p2

2
+

1

2
ω2q2 (20)

となる。これを調和振動子の（ハミルトニアンの）標準形と呼ぶことにしよう。(q, p)表示から (q, q̇)

に戻すと

E =
q̇2

2
+

1

2
ω2q2 (21)

である。この変換で aは不変なので (19)はそのまま成り立つ。

a =

√
ω

2h̄
q +

i√
2h̄ω

p (22)

運動量 pは元々p = mq̇であったがこの変換後は p = q̇となることに注意。

以下ではこの標準形を使う（元に戻すには qを
√
mqで置き換えればよい）。

q =

√
h̄

2ω
(a+ a†) (23)

p(= q̇) = −i
√
h̄ω

2
(a− a†) (24)

ȧ = −iωa (25)

1.3.2 調和振動子のエネルギー固有状態

aφ0 = 0 となる状態が存在すれば Hφ0 = 1
2 h̄ω であるから φ0 は基底状態でありエネルギー

E0 = 1
2 h̄ωを持つ。

a =

√
ω

2h̄
q +

i√
2h̄ω

p =

√
ω

2h̄
q +

√
h̄

2ω

d

dq
=

√
h̄

2ω

(
d

dq
+ αq

)
(26)

（ただし α = ω/h̄）だから

φ0(q) =
( ω

πh̄

)1/4

exp
(
− ω

2h̄
q2
)

(27)

とすればよい。n番目の励起状態は

φn =
1√
n!
a†nφ0 (28)

でエネルギー En = (n+ 1/2)h̄ωを持つ。
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2 電磁場の量子化

光は電磁波である。電磁波は文字通り波であるがこの節で行なう量子化により粒々化される。光

の粒（量子）は特に光子と呼ばれる。

2.1 Maxwell方程式


∇×E + ∂B

∂t = 0

∇×H − ∂D
∂t = i

∇ ·D = ρ

∇ ·B = 0

(29)

D = ϵE、B = µH。

2.2 電磁場のフーリエ展開

物質が存在しない空間で考える。つまり ρ = 0、i=0、D = ϵ0E、B = µ0H。
∇×E + ∂B

∂t = 0

∇×B − 1
c2

∂E
∂t = 0

∇ ·E = 0

∇ ·B = 0

(30)

また電磁波は一辺の長さが Lの立方体 V の中に閉じ込められているとし、周期境界条件を満たす

とする。電磁場を平面波で展開する：

E(x, t) =

√
2

L3

∑
k

{Ek e(t) cosk · x+Ek o(t) sink · x} (31)

B(x, t) =

√
2

L3

∑
k

{Bk e(t) sink · x−Bk o(t) cosk · x} (32)

k = (kx, ky, kz) =

(
2nxπ

L
,
2nyπ

L
,
2nzπ

L

)
(33)

nxyz は整数で (31)と (32)で和を取るときは kと −kは同一視する（片方しか和を取らない）1。

∇×B = 1
c2

∂E
∂t から

k ×Bk p(t) =
1

c2
Ėk p(t) (34)

（p = e, o）。

∇ · E = 0、∇ · B = 0 より Ek p(t) ⊥ k、Bk p(t) ⊥ k。k 方向の単位ベクトルを k̂ とする

（k̂ = 1
|k|k）。kに垂直な単位実ベクトル ik1、ik2 を ik1 ⊥ ik2 となるようにとり 2 Ek p(t)、Bk p(t)

をそれぞれの方向へ分解する：

Ek p(t) = Ek p1(t) ik1 + Ek p2(t) ik2
3 (35)

Bk p(t) = −Bk p1(t) k̂ × ik1 −Bk p2(t) k̂ × ik2
4 (36)

1しかし後のためにEk e(t)は kと−k両方について定義しておく。つまりE−k e(t) = Ek e(t)、E−k o(t) = −Ek o(t)、
B−k e(t) = −Bk e(t)、B−k o(t) = Bk o(t)。

2同様に後のため i−k j = ik j となるように取っておく。
3E−k ej(t) = Ek ej(t)、E−k oj(t) = −Ek oj(t) となる。
4B−k ej(t) = Bk ej(t)、B−k oj(t) = −Bk oj(t) となる。
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(34)より Bki(t) =
1

cωk
Ėki(t) （ωk = c|k|）。∫

V

|E(x, t)|2dx =
∑
k,p

|Ek p(t)|2 =
∑
k,p,i

Ek pi(t)
2 (37)

∫
V

|B(x, t)|2dx =
∑
k,p

|Bk p(t)|2 =
∑
k,p,i

Bk pi(t)
2 =

1

c2ω2
k

∑
k,p,i

Ėk pi(t)
2 (38)

電磁場のエネルギー E は

E =
1

2

∫
V

{
ϵ0|E(x, t)|2 + 1

µ0
|B(x, t)|2

}
dx =

ϵ0
2

∑
k,p,i

{
Ek pi(t)

2 +
1

ω2
k

Ėk pi(t)
2

}
(39)

qk pi(t) =
√
ϵ0

ωk
Ek pi(t) と変数変換すると

E =
1

2

∑
k,p,i

{
q̇k pi(t)

2 + ω2
kqk pi(t)

2
}

(40)

E(x, t) =
√

2
L3

∑
k {Ek e(t) cosk · x+Ek o(t) sink · x}

=
√

2
L3

∑
ki {Ek ei(t) cosk · x+ Ek oi(t) sink · x} iki

=
√

2
ϵ0L3

∑
ki ωk {qk ei(t) cosk · x+ qk oi(t) sink · x} iki

=
√

1
ϵ0L3

∑
ki

√
h̄ωk

{[
ak ei + a†k ei

]
cosk · x+

[
ak oi + a†k oi

]
sink · x

}
iki

(41)

B(x, t) = −1
c

√
2

ϵ0L3

∑
ki {q̇k ei(t) sink · x− q̇k oi(t) cosk · x} k̂ × iki

= i
c

√
1

ϵ0L3

∑
ki

√
h̄ωk

{[
ak ei − a†k ei

]
sink · x−

[
ak oi − a†k oi

]
cosk · x

}
k̂ × iki

(42)

aki =
1√
2
(ak ei − iak oi) （形式上 a−ki =

1√
2
(a−k ei − ia−k oi) =

1√
2
(ak ei + iak oi)）とおくと

E(x, t) =

√
1

2ϵ0L3

∑
ki

√
h̄ωk

{
ak i exp(ik · x) + a†k i exp(−ik · x)

}
iki (43)

B(x, t) =
1

c

√
1

2ϵ0L3

∑
ki

√
h̄ωk

{
ak i exp(ik · x) + a†k i exp(−ik · x)

}
k̂ × iki (44)

を得る。ただし今回は kと −kの同一視は行わないのですべての kについて和を取る。

3 光と原子の相互作用

原子と光が相互作用していないときのハミルトニアン（原子と光のそれぞれのハミルトニアンの

和）をH0、それらの間の相互作用を表すハミルトニアンをHintとする 5。シュレーディンガー方

程式
∂

∂t
ψ(x, t) = − i

h̄
(H0 +Hint)ψ(x, t) (45)

から

ψ(x, t0 +∆t)− ψ(x, t0) ∼ − i

h̄
H0ψ(x, t0)∆t−

i

h̄
Hintψ(x, t0)∆t (46)

5Hint は対角項を持たないとする（対角項は H0 に繰り込んでおけばよい。
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3.1 相互作用表示

(45)の右辺第１項は系が t = t0においてエネルギー固有状態（H0の固有状態）にあった場合に

は位相発展を与えるのみの役割しか持たないが、第 2項と比べて大きさが圧倒的に大きく (46)の

近似が有効な∆tの大きさを制限してしまう（そしてそれは非常に小さい←原子－光系の場合 1光

周期程度以下）。そこで右辺第１項を消すために変換

ψI(t) = e−i t
h̄H0ψ(t) (47)

を行なう。ψ(t) = ei
t
h̄H0ψI(t) をシュレーディンガー方程式 (45)に代入すると

ei
t
h̄H0 ih̄

∂

∂t
ψI(t) = Hinte

i t
h̄H0ψI(t) (48)

そこで一般に演算子 Aに対して変換を

AI(t) = e−i t
h̄H0Aei

t
h̄H0 (49)

で定義すると (48)は

ih̄
∂

∂t
ψI(t) = Hint I(t)ψI(t) (50)

となる。シュレーディンガー表示の波動関数 ψ(t)や演算子 Aに対して (47)、(48)で与えられる波

動関数 ψI(t)や演算子 AI は相互作用表示と呼ばれる。普通時刻 tに依存しない Aに対して AI(t)

は時刻に依存することに注意。φα、φβ がH0 の固有状態でH0φα = Eαφα、H0φβ = Eβφβ とす

ると

⟨φβ , AI(t)φα⟩ = ei
t
h̄ (Eα−Eβ)⟨φβ , Aφα⟩ (51)

この記号を使い初期条件として ψ(0) = φαとしHintが適度に小さく ψI(t) ∼ ψ(0) = φα が常に成

り立つとすると（または成り立つ範囲の tでは）

∂

∂t
ψI(t) = − i

h̄
Hint I(t)ψI(t) (52)

から
ψI(t) ∼ ψ(0)− i

h̄

∫ t

0
Hint I(τ)φα dτ

= φα − i
h̄

∑
β

∫ t

0
⟨φβ ,Hint I(τ)φα⟩φβ dτ

= φα − e
i t
h̄

(Eα−Eβ)−1
Eα−Eβ

⟨φβ , Hint φα⟩φβ

(53)

を得る。ただし βについての和はH0の規格化された固有状態 φβ について取るものとする。時刻

tにおいて系が αから β に遷移している確率は

|⟨φβ , ψI(t)⟩|2 ∼
∣∣∣∣ ei t

h̄
(Eα−Eβ)−1
Eα−Eβ

⟨φβ ,Hint φα⟩
∣∣∣∣2

=
4 sin2 t

2h̄ (Eα−Eβ)

(Eα−Eβ)2
|⟨φβ ,Hint φα⟩|2

(54)

となる（Rabi振動）。遷移確率の最大値は

|⟨φβ , ψI(t)⟩|2max =
4 |⟨φβ ,Hint φα⟩|2

(Eα − Eβ)2
(55)

なので遷移確率が大きくなる条件はHintの行列要素がそこそこ大きく始状態と終状態のエネルギー

差がそれと同程度に小さいことである。
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3.2 摂動論

ハミルトニアンH は

H = H(0) + λH(1) + λ2H(2) + ... (56)

のように級数展開できるとする。また H0 に対する（規格化された）エネルギー固有状態 φ
(0)
n と

その固有値 E(0) は知られているとする：

E(0)
n φ(0)

n = H(0)φ(0)
n (57)

H のエネルギー固有状態 φn とその固有値 En、すなわち

Eφn = Hφn (58)

をそれぞれ λで級数展開する：

En = E(1)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + ... (59)

φn = φ(1)
n + λφ(1)

n + λ2φ(2)
n + ... (60)

(56)、(59)、(60)を (58)に代入し λについて 1乗の項を取り出すと

E(0)
n φ(1)

n + E(1)
n φ(0)

n = H(0)
n φ(1)

n +H(1)
n φ(0)

n (61)

を得る。φ(0)
n と (61)との内積を取ると

E(1)
n = (φ(0)

n , E(1)φ0
n) = (φ(0)

n ,H(1)φ0
n) (62)

ただしここで (φ
(0)
n , φ

(1)
n ) = 0を仮定した 6。次に φ

(0)
m (m ̸= n)と (61)との内積を取ると

E(0)
n (φ(0)

m , φ(1)
n ) = E(0)

m (φ(0)
m , φ(1)

n ) + (φ(0)
m ,H(1)φ(0)

n ) (63)

から

(φ(0)
m , φ(1)

n ) =
(φ

(0)
m ,H(1)φ

(0)
n )

E
(0)
n − E

(0)
m

(64)

つまり

φn = φ(0)
n + λ

∑
m ̸=n

(φ
(0)
m ,H(1)φ

(0)
n )

E
(0)
n − E

(0)
m

φ(0)
m + ... (65)

を得る。

3.3 電気双極子相互作用

電荷 +Qの原子核を持ちその周りを電荷 −Qの’電子’が回っている原子を考える。電子の相対

位置を rとするとこの原子が持つ双極子モーメントは d = −Qrである。いま静電場が印加されて

いるとする。原子の位置（原子核の位置）を xとすると電場によるポテンシャルは

Hint = V (x) = Qϕ(x)−Qϕ(x+ r) ∼ −Q r · ∇ϕ(x) = −d ·E(x) (66)

ここで ϕはスカラーポテンシャル、E = −∇ϕは電場である。光のように時間変化する電磁場の場
合双極子相互作用の導出はやや複雑でかつあまりスッキリしたものではないが結果は (66)と同じ

になる。
6もし (φ

(0)
n , φ

(1)
n ) = ϵ ̸= 0 ならば φn を φn/(1 + λϵ) で置き換えればよい。

7



r
+Q -Q

図 1: 双極子

3.4 光子の吸収放出による運動量の変化

原子の位置座標を xで表すとする。系（原子と光）の初期状態 α（終状態 β）として原子は運動

量 p（p′）で運動していて内部状態は n番目（n′ 番目）の励起状態（n = 0ならば基底状態）、光

は波数 kで ik1 方向の直線偏光の光子がm個（m′ 個）ある状態とする。

⟨φβ |Hint φα⟩ = ⟨φn′ |dφn⟩ · ⟨p′|⟨m′|E(x)|m⟩|p⟩ (67)

ak1|m⟩ =
√
m|m− 1⟩、a†k1|m⟩ =

√
m+ 1|m+ 1⟩だから

⟨p′|⟨m′|E(x)|m⟩|p⟩ = ϵ ik1⟨p′|(δm′ m−1

√
meik·x + δm′ m+1

√
m+ 1 e−ik·x)|p⟩ (68)

運動量 pを持つ原子の波動関数は

e
i
h̄p·x (69)

だから e±ik·x|p⟩ = |p± h̄k⟩ なので

⟨p′|⟨m′|E(x)|m⟩|p⟩ = ϵ ik1(δm′ m−1δp′ p+h̄k

√
m+ δm′ m+1δp′ p+h̄k

√
m+ 1) (70)

例えば ik1 が x軸方向の単位ベクトルとすると d · ik1 = dx だから

⟨φβ |Hint φα⟩ = ϵ(δm′ m−1δp′ p+h̄k

√
m+ δm′ m+1δp′ p+h̄k

√
m+ 1)⟨φn′ |dx φn⟩ (71)

3.5 光子の吸収放出による角運動量の変化

この節では光の進行方向（波数ベクトル kの向き）は z軸方向とする。電子の原子核に対する相

対座標を r = (x, y, z)とすると d = −Qr だから ⟨φn′ |d|φn⟩ = −Q⟨φn′ |r|φn⟩である。ik1 と ik2

はそれぞれ ik1 = x̂と ik2 = ŷと取ってよく ikj · ⟨φn′ |d|φn⟩ の評価は ⟨φn′ |x|φn⟩と ⟨φn′ |y|φn⟩の
評価に帰着する。

3.5.1 Lz

角運動量演算子 L = r × pの z成分 Lz は

Lz = xpy − ypx (72)
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だから

[Lz, x± iy] = −y[px, x]± ix[py, y] = h̄(±x+ iy) = ±h̄(x± iy) (73)

である。Lzφ = lzφとすると Lz(x± iy)φ = {(x± iy)Lz ± h̄(x± iy)}φ = (lz ± h̄)(x± iy)φ とな

る。x = 1
2{(x+ iy)+ (x− iy)}、y = 1

2i{(x+ iy)− (x− iy)}（斜め方向についても同様に x+ iyと

x− iyの線型結合で書ける）なので直線偏光の光を原子に当てたときに z 方向の角運動量が lz の

始状態に対して終状態として遷移可能な状態の z方向の角運動量は lz + 1と lz − 1に限られる 7。

3.5.2 L2

L2
xi
xj = h̄2xj（i ̸= j）、L2

xi
xi = 0だから L2xi = 2h̄2 = 1(1 + 1)h̄2 なので座標 x, y, z やその

線型結合は”波動関数として見たときに”いずれも角運動量の大きさは lp = 1である（光子の”角

運動量”は 1）。φの角運動量大きさが lのとき（つまり L2φ = l(l+ 1)h̄2）角運動量の合成則から

xφ等が持つ角運動量の大きさは l + 1,...,|l − 1|に限られ 8 従って遷移可能な終状態もそれらの範

囲に限られる。

3.5.3 円偏光

ak1 は x方向の直線偏光、ak2 は y方向の直線偏光の光子の消滅演算子である。これまでこの 2

つを「基底」に取ってきたが、代わりに akσ± = 1√
2
(ak1 ± iak2)を基底に取ることもできる。こ

れらは ik1 = x̂と ik2 = ŷ の代わりに 1√
2
(x̂± iŷ)とすることに相当し、従って上で見たように lz

がmz → mz ± h̄の遷移を引き起こす。

7光の波数の向きが xy 面内にある場合は z 方向の直線偏光があり得るが [Lz , z] = 0だからこの場合 z 方向の角運動量
は変化しない。

8l ≥ 1 ならば l+ 1 と l と l− 1 の 3 つ、l = 1/2 のときは 3/2 と 1/2 の 2 つ、l = 0 のときは 1 のみ。
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